Chapitre 3 - Correction des exercices 1

Exercice 1: Soit F un ensemble et soit (A, B) € P(E)?. On va raisonner par double implication.

<«: On suppose que A = B.
Alors, AUB=AUA=Aet ANB=ANA=Adonconabien AUB=ANB.

=: Supposons que AUB = AN B.
On veut montrer que deux ensembles sont égaux donc on va raisonner par double inclusion.

C: Soit xz € A. D: Soit x € B.
doncx € AUB donc x € AUB
donc x € AN B par hypothese donc x € AN B par hypothése
donc z € B. donc x € A.

Par double inclusion, on a bien A = B.

Par double implication, on a bien démontré I’équivalence.

Exercice 2:

P({()? 1}) = {67 {0}7 {1}7 {07 1}}

P(P({0,1})) = {o, {a}, {03}, {1}}, {{0:1}}, {&, {0}, {0}, {1}}, {{0},{0,1}}, {&, {1}}, {2, {0,1}}}
U {1}, {0, 13}, {2, {0}, {1}}, {{0},{1},{0, 13}, {@, {1}, {0,1}}, {@, {0}, {0,1}}}
U

{{, {0}, {1}, {0, 1}}}

Exercice 3:

1. On raisonne par double inclusion.

C: Soit X € P(AN B). D: Soit X € P(A)NP(B).
Donc X C ANB Donc (X € P(A)) et (X € P(B))
donc (X C A) et (X C B) donc (X C A) et (X C B)
donc (X € P(A)) et (X € P(B)) donc X CANB
donc X € P(A)NP(B) donc X € P(AN B).

Par double inclusion, on a bien le résultat demandé.

2. On va montrer que P(A) UP(B) & P(AU B).

Soit X € P(A) UP(B). ‘
Donc (X CAC AUB)ou (X c BC AuB) Soit X CAUB tel que X Z Aet X ¢ B.
donc X C AUB Donc X € P(AUB) et X ¢ P(A)UP(B).

donc X € P(AU B).
3. On va montrer que P(A) x P(B) & P(A x B).

Soit X € P(A) x P(B).

Donc 3(Y, Z) € P(A) x P(B), X = (Y, Z) Soit A = B = {0,1}.
doncY C Aet Z C B, Posons X = {(0,1),(1,0)} C A x B.
d'ou (Y,Z) C Ax B, On a X € P(A x B) mais X ¢ P(A) x P(B).

donc X = (Y, Z) € P(A x B).

Exercice 4:

1. (a) Sl existe X une solution de ’équation, on a
ACAUX = ACB.
Par contraposé, si A ¢ B alors il n’y a pas de solution.
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Chapitre 3 - Correction des exercices 2

(b) Analyse: Supposons qu’il existe une solution X.
XCAUX=XCB.
Soit x € B\ A.
Donc (x € B) et (z ¢ A)
donc (x € AUX) et (z ¢ A)
donc z € X.
On a donc B\A C X C B.

(c) Synthese: Soit X tel que B\A C X C B.

Donc (X C B) et (A C B)
donc XU A C B.

Par double inclusion, on a bien B = X U A.

(d) Finalement, I’ensemble des solutions est S = {X C E, B\A c X C B}.

Donc (B\ACX)et ACA
donc (B\A)UACXUA
donc B C XU A.

2. En raisonnant de méme, on trouve que I’ensemble des solutions est S = {X CE, BCcXCBU Z}.

Exercice 5:

11
Montrons que U [—1 ;] =] —1,1].
neN*

11
C: Soi || - — —1.
oit x € {14-”7”}
neN*

11 1 1
DoncilexisteneN*,xE[—l—&-;] le. -l1<—-1+—-—<z<—-<1douze€]-1,1].
nn n n
D: Soit z €] — 1,1].
1 1 1 11 11
IlexistenoeNtelquexe[—l—F;1}D’01\1:1:€ [—1+;]U[—1+;] - U [—1—#;}
no g No

11
— — = = .
Montrons que | | [ 1+n7n] {0}
neN*

11
C: Soit — ——1.
C: Soit x € ﬂ [ 1—|—n,n}
neN*

1
Dong, pour tout n € N*, x < —. Par passage a la limite quand n — +o00, = < 0.
n
1
Et, pour tout n € N*, > —1 + —, en particulier pour n =1, z > 0. D’ou x = 0.
n
11 11
D: Pour tout n € N*, 0 € |—=1+ —; —| donc {0} C ﬂ 1+ ——].
n'n n'n
neN*
Exercice 6:
1. Dy =R comme polynome de degré 2 et f(R) = [—1;4o00].

(a) Injectivité ? f(1) = 0 et f(3) = 0 donc on a proposé deux points différents qui ont le méme image
donc
f n’est pas injective de R dans R.

On va restreindre ’ensemble de départ pour rendre cette fonction injective.
Soit (z,y) €]2; +oo[* tel que f(z) = f(y).
Donc 22 —4r +3 =192 —4y+3
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donc 2% — 4z = y? — 4y

donc 22 —y? —4dx +4y =0

done (z —y)(z+y) —4(z—y) =0

donc (x —y)(x+y—4)=0
doncx=youz+y=4.

Or,z+4+y >4 donc on ax=y.

La fonction f est injective de ]2;+oo[ dans R.

(b) Surjectivité ? Soit y € R. Supposons qu’il existe un réel z tel que f(x) = y.

22 —dx+3 =y
2 —4x+3-y = 0
A = 4(1+y)

Siy < —1, cette équation n’a pas de solutions dans R. La fonction f n’est pas une surjection de R sur
R.

Siy > —1, ce polynome admet deux racines réelles et y a deux antécédents dans R par f.

La fonction f est surjective de R sur [—1; +o00]

(c) Bijectivité ? La fonction f est bijective de ]2;4o00[ dans [—1; 400l
3
2. Dy = [—2;—1—00[ et f(Dy) = [—1;+o0[.

(a) Injectivité ? Soit (x,y) € D2, f(z) = f(y).

Donc vV2xr+3—-1=2y+3—-1
donc 2z +3=2y+3
donc x =y

3
Donc la fonction est injective f de [—2; +oo[ dans f(Dy) = [—1;4o00].
(b) Surjectivité ? Soit y € [—1;+o00].

1)2 -3
= u est un antécédent de y par f.

3
Donc, f est surjective de [—2; +oo[ dans f(Dyf) = [-1; +ool.
3
(c) Bijectivité ? La fonction f est bijective de [—2; —I—oo[ dans f(Dy) = [—1; +o0l.

3. Dy =Ret f(R) = [~1;1].

(a) Injectivité ? Soit (z,y) € R? tel que f(z) = f(y).
On doit avoir = et y de méme signe pour avoir f(x) = f(y).

Sixz,y >0,
x y
f(z) f(y)éHx Ty =z(l+y)=y(l+2)==zt+ay=yt+tay=z=y
Siz,y<0
x y
fla)=fy) =1 = Ty =z(l-y=y(l-z)==r-—ay=y-—ay=a=y

f est donc injective de R dans [—1;1].
(b) Surjectivité Soit y € [— 1 ;1].

Siy < 0, posons x = ?y Alors, f(x) =

Siy >0, posons x = 17 Alors, f(x) =

Donc, f est surjective de R dans [—1;1].
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(c) Bijectivité La fonction f est bijective de R dans [—1;1].
4. Dy =Net f(N) = Z.

(a) Injectivité ? Soit (n,m) € N? tels que f(n) = f(m)
Quatre cas sont alors possibles :
: n m
e n et m sont tous les deux pairs. Dans ce cas, 5 = 5 = n=m.
—(n+1 —(m+1
e n et m sont tous les deux impairs. Dans ce cas, ( 2+ ) = ( 2+ ) =>n=m.
e 1 est pair et m est impair. Dans ce cas, f(n) > 0 et f(m) < 0 donc f(n) # f(m).

e n est impair et m est pair. Dans ce cas, f(n) < 0 et f(m) > 0 donc f(n) # f(m).
Finalement, ¥(n,m) € N2, f(n) = f(m) = n = m. La fonction f est injective de N dans Z.

(b) Surjectivité ? Soit y € Z. Deux cas sont possibles:

2
e Siy € Z, =N. Posons n = 2y. Il s’agit d’un entier pair donc f(n) = ?y =y.

y admet un antécédent par f.
e Siy e Z* = —N*. Posonsn = —2y—1. Il s’agit d’un entier impair donc f(—2y—1) =

Y
y admet un antécédent par f.

—(=2y—141) _
5 =

Finalement, f est surjective de N dans Z.
(c) Bijectivité 7 La fonction f est bijective de N dans Z.

Exercice 7: Soient f et g deux applications de N dans N définies par

n .
VneN, f(n) =2net g(n) = { o bourn patt

0 sinon

1. 3 n’as pas d’antécédent par f donc f n’est pas surjective de N dans N.
Soit (n,m) € N2, f(n) = f(m) = n =m donc f est injective de N dans N.

9(3) = g(5) donc g n’est pas injective de N dans N.
Soit n € N. 2n est un antécédent de n par g donc g est surjective de N dans N.

2. Soit n € N.

(fof)(n)=4n , (fofof)(n)=8n

(gog)(n) = % pour n divisible par 4 (gogog)(n) = g pour n divisible par 8
0 sinon 7 0 sinon
n pour n est pair

0 sinon

(Foa)n) = { . geNm=n
3. go f est bijective, gogog et gog sont surjectives par composée, fo fo f et fo f sont injectives par composée
et f o g n’est ni injective ni surjective.

Exercice 8: Soit f € F(E, F) et soit g € F(F, Q).

1. Supposons la fonction g o f injective de E dans G.
Soit (z,y) € E? tel que f(z) = f(y).
Done g[f(z)] = g[f ()],
donc x =y (car g o f est injective).
La fonction f est donc injective dans F dans F'.
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2. Supposons la fonction g o f surjective de F dans G. On veut montrer que g est surjective de F' dans G.
Soit y € G.
Puisque g o f est surjective de F dans G, 3x € F tel que (g o f)(z) = y que l'on peut réecrire g[f(z)] = y.
Or, f(z) € F.
On notant z = f(z), on a bien : 3z € F tel que g(z) = y.
La fonction g est surjective de £ dans F.

. On a f injective et g o f non injective.

3. Prenonsf:{ R=R et :{ R=R

T x 22
R—R R—R N .
Prenons g : { v o et f: { v g On a g surjective et g o f non surjective.

Les deux réciproques sont fausses.

Exercice 9:

1. Soit y € F. fog=1id donc y = (f og)(y) donc g(y) est un antécédent de y par f.
Donc, f est surjective de E dans F.

2. Soit (x,y) € E? tel que f(x) = f(y).
Donc (go f)(z) = (g0 f)(y)
donc x = y.
Donc f est injective de E dans F.

Exercice 10:

1. Soit A € P(E). On rappelle les définitions : f(A) = {f(z), x € A} et f~1(f(A)) ={x € E, f(z) € f(A)}.
Soit x € A.
Donc f(x) € f(A)
donc = € f7L(f(A)).
Donc, A C f~1(f(A)).

2. On va raisonner par double implication.

=-: Supposons f injective de E dans F.

Soit A € P(E). On sait déja que A C f~1(f(A)). Il reste & montrer I'inclusion dans I'autre sens.
Soit z € fL(f(A)).

Donc f(x) € f(A).

Donc Jy € A, f(z) = f(y).

Donc x = y car f est injective de E dans F'.

Donc z € A.

Donc, f~1(f(A)) C A. Par double inclusion, f~1(f(A)) = A.

Supposons que VA € P(E), A= f~1(f(A)).

On veut montrer que f est injective de E dans F. Soit (z,y) € E? tels que f(x) = f(y).
Done f(y) € f({z}) dotty € f~1(f({z}))

Or, f~1(f({z})) = {z} par hypothese

Donc, y € {z}

Donc, y = x et f est bien injective de E dans F.

i

3. Soit B € P(F). Onrappelle les définitions: f~1(B) ={z € E / f(z) € B} et f(f~1(B)) = {f(y), y€ f1(B)}.
Soit x € f(f~1(B)).
Donc 3y € f~1(B) tel que z = f(y).
Or, y € f~Y(B) donc f(y) € B.
Donc, z(= f(y)) € B. Donc, f(f~4(B)) C B.
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4. On va raisonner par double implication.

=-: Supposons f surjective de E dans F.

Soit B € P(F). On sait déja que f(f~1(B)) C B. 1l reste & montrer I'inclusion dans l’autre sens.
Soit y € B.

Donc 3z € E tel que f(z) =y. (par surjectivité de f)

Or, f(z)(=y) € B donc z € f~1(B).

Donc, y(= f(z)) € f(f~1(B)).

Donc, B € f(f~!(B)). Par double inclusion, B = f(f~(B)).

Supposons que VB € P(F), B = f(f~1(B)).

On veut montrer que f est surjective de E dans F'. Soit y € F'. Posons B = {y}.

Par hypothse, B = f(f~(B)) done {y} = f(f"'({s})).

Done, y € f(f'({y}))-
Dot 3z € f~1({y}) tel que y = f(x) donc y admet donc un antécédent par f dans E.

La fonction f est surjective de E dans F.

i

Exercice 11:

1. Soit X € P(E). Onabien XNAC Aet XNB C Bdonc (ANX, BNX) € P(A) x P(B). La fonction f
est bien définie.

2. Supposons que AU B = FE.
Soit (X,Y) € P(E)? tel que (ANX, BNX)=(AnY , BnY).
donc ANX=ANY et BNX=BnNY.
On va montrer que X =Y. Soit x € X. Alors, x € XN (AU B).
doncre ANXouzx e BNX.
donczxe ANY oux e BNY.
donc x € Y et donc X CY.
Par symétrie, on a Y C X puis X =Y donc f est injective.

3. Supposons ANB = @.
Soit Z € P(A) x P(B).
JA; C A, 3B CBtel que Z = (A1, By).
Posons X = A1 UB;. Ona ANX =AN(A1UB)=(ANA)U(ANB)) =4 U0 = A;.

De méme, BN X = By. D'ou f(X) = (A1,B1) = Z. Donc, f est surjective.
N N L. . _ P(A) x P(B) — P(FE)
. 1.
4. On suppose que f est bijective. La bijection réciproque est la fonction f~ : { (41, By) LUB,

Exercice 12:

Taae = Tanusna)

= 145+ ]l(BmZ) - ]lAHE]l(BmZ)
Talg + 114

]lA(l — ]lB) —i—]lB(l —ﬂA)

= 1a4+1p—21415

Exercice 13: Soit f : E — [1,n] une application surjective.
Pour i € [1,n], on note A; = f~1({i}).

1. Pour tout i € [1,n], A; # () par surjectivité de f.

2. Soient i, j € [1,n] tel que i # j. Supposons par 'absurde que A; N A; # 0.
Soit z € A; N Aj, donc z € A; d'ou f(x) =iet x € Aj d’ou f(z) = j. On en déduit que i = j ce qui est
absurde. Donc pour tout 7,5 € [1,n] tel que i # j, A;NA; = 0.
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3. Montrons que |J A; = E.
i€[1,n]
Soit * € E, on a f(z) € [I,n]. D'on @ € Ap,) et doncz € (J A Onadonc £ C |J A Ona
i€[1,n] i€[1,n]
également |J A; C E. Par conséquent, |J A;=FE.
i€[1,n] i€[1,n]

Conclusion : les (A;)i1<i<n forment une partition de E.

Exercice 14: Supposons par 'absurde qu’il existe une surjection f de E dans P(FE).
Considérons A = {z € E,z ¢ f(z)}. On a que A € P(E), d’apres I'hypothese de surjectivité, A admet un
antécédent par f que l'on note a (f(a) = A).

e Siac€ A, alors a ¢ f(a) = A. Absurde.
e Sia¢ A= f(a), alors a € A. Absurde.

Conclusion : il n’existe pas de surjection de F dans P(FE).
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